Colle du 30 janvier: Formes quadratiques

15.1 Premiere série

Exercice 1: Soient g et ¢’ deux formes quadratiques sur un espace vectoriel complexe E. On
suppose que ¢~ 1({0}) = ¢~1({0}). Que dire de q et ¢'?

Exercice 2: Soit K un corps fini de cardinal ¢ et de caractéristique différente de 2. Montrer
qu’il existe exactement deux classes d’équivalence de formes quadratiques non dégénérées sur K.

Exercice 3: 1. Soit E un espace préhilbertien réel et uq, ..., u, des éléments de E. Calculer
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2. On se place dans espace des fonctions continues de [0, 1] dans R. Soit p € [1,+00]. Montrer
que ||.||, est équivalente & une norme euclidienne si,et seulement si, p = 2.

15.2 Deuxiéme série

Exercice 1: Soit E un espace euclidien et (z1,...,2,) € E" vérifiant: V(i,7) € [1,n]%,i #
J = |lz; — ;|| > 2. Soit B une boule fermée de rayon R contenant tous les x;. Montrer que

R > /21,

Exercice 2: (Théorie des résequz) Soit V' un R-espace-vectoriel euclidien de dimension 2. On
dit que I' C V est un réseau de V si I' = aZ + bZ avec a,b base de V. On dit que (u,v)
forment une base de I' s’ils sont libres et I' = uZ + vZ. On dit (u,v) est une base réduite si
lell = miner_qop 7], et [I£] = min,er_z. |7

1. Montrer que, pour tous (e, f) € V, (e, f) est une base réduite si, et seulement si, (e, f) est
une base de T, fle]| < || et ||f £ el| < [I£].

2. On appelle covolume de I' Taire du parallélogramme engendré par une base de I'. Montrer
que le covolume ne dépend pas du choix de la base.

3. Si (e, f) est une base réduite, majorer |le|| en fonction du covolume.

Exercice 3: Trouver les fonctions f : R™ — M, (R) telles que, pour X € R" et O € O,,(R), on
ait f(OX) = 0X(*0).

15.3 Troisieme série

Exercice 1: Soient A et B deux matrices symétriques positives d’ordre n. Montrer que
(det(A))Y/™ 4 (det(B))'/™ < (det(A + B))'/™.

Exercice 2: (Simplicité de SO3(R)) Soit G un sous-groupe de SO3(R). Soit Gy la composante
connexe par arcs de Id dans G.

1. Montrer que Gy est un sous-groupe de SO3(R), distingué si G Dest.

2. On suppose G connexe par arcs, distingué, non réduit & {Id}. Montrer que G contient une
rotation d’angle 7, puis que G = SO3(R).

3. Quels sont les sous-groupes distingués de SO3(R)? Et O3(R)?

Exercice 3: Calculer: inf(,, 4, )er» f0+oo e (14 a1r + ... + apa™)?dz.



